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Рассмотрен вопрос реализации метода наименьших модулей для устой-
чивого оценивания линейных регрессионных зависимостей с помощью
алгоритмов внутренних точек. Реализованы два аффинно-масштабирую-
щих алгоритма внутренних точек для устойчивого оценивания регрессии.
Проведен сравнительный анализ этих алгоритмов с симплекс-методом и
спуском по узловым прямым. Их вычислительная сложность оказалась
сопоставимой с симплекс-методом, однако они проигрывают последнему
по времени вычислений. Также установлено, что алгоритмы внутренней
точки значительно проигрывают модифицированному спуску по узловым
прямым как по вычислительной сложности, так и по фактическому вре-
мени вычислений. Приведены примеры использования алгоритмов внут-
ренних точек для практических задач.
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1. Введение

Множественная линейная регрессия является одной их распространенных
математических моделей в различных предметных областях. Она имеет вид

y = Xα+ ε,

где y =
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=

⎛⎜⎜⎜⎝
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a2
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am

⎞⎟⎟⎟⎠, ε =

⎛⎜⎜⎜⎝
ε1
ε2
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⎞⎟⎟⎟⎠. Здесь y – вектор значений зависимой переменной Y ;

X = {xij}n×m – матрица значений объясняющих переменных X1, . . . ,Xm,
xT
i = (1, xi2, . . . , xim); α – вектор неизвестных коэффициентов aj уравнения
регрессии, ε – вектор ненаблюдаемых случайных отклонений.

Традиционный линейный регрессионный анализ берет начало с работ
А.М. Лежандра (1806 г.) и К.Ф. Гаусса (1809 г.), в которых они независи-
мо изложили свои версии метода наименьших квадратов (МНК), и трудами
А.А. Маркова через 100 лет, в которых были изложены его теоретические
обоснования. Эти предпосылки определяют требования к переменным Xi,
параметрам α и случайным отклонениям ε и позволяют исследовать свой-
ства и статистическое содержание оценок коэффициентов регрессии [1]:
1◦) На вектор α не наложено ограничений, т.е. A = R

m, где A – множество
априорных значений параметров α;
2◦) Матрица X детерминирована, т.е. xij не являются случайными перемен-
ными;
3◦) rank(X) = m < n;
4◦) Вектор ε – случайный, т.е. вектор y – также случайный вектор;
5◦) Математические ожидания E(εi) = 0, i = 1, . . . , n, E(ε) = 0;
6◦) ∀i �= k cov(εi, εk) = 0, ∀iE(ε2i ) = σ2, i, k = 1, . . . , n, σ2 – дисперсия откло-
нений.

Последние две предпосылки относятся к свойствам случайных отклоне-
ний. Поскольку εi ненаблюдаемы и их свойства априори неизвестны, то выбор
метода оценивания параметров α неоднозначен. Если распределение отклоне-
ний ε не зависит от X и является нормальным, то МНК позволяет получить
наилучшую оценку α̃ коэффициентов регрессии [2].

Однако априори предполагать нормальность случайных отклонений нель-
зя, во многих случаях фактические распределения могут существенно от-
личаться и имеет более вытянутые хвосты по сравнению с нормальным за-
коном, что снижает точность МНК-оценок коэффициентов регрессии [3–6].
Для МНК особенно критична ситуация, когда наблюдения «засорены» отно-
сительно редкими выбросами или промахами, нарушающими предпосылки 5◦

и 6◦ [2]. Засорение может возникнуть, например, при развитии деградацион-
ных процессов в процессе эксплуатации механических и иных нагруженных
систем [7]. Случайная компонента вибросигнала может быть на 10–20% за-
сорена помехами в виде импульсов, резких изменений уровня или корреля-
ционной структуры, приводящими к «утяжелению» хвостов распределения
относительно нормального закона [3].

В этих случаях для обеспечения устойчивости оценок необходимы другие
методы. Наиболее известным среди них является метод наименьших модулей
(МНМ) [8]. Однако МНМ и другие устойчивые методы проигрывают в быст-
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родействии МНК во многих приложениях, особенно когда приходится анали-
зировать выборки большого размера, а также при анализе данных в режиме
реального времени [3, 9]. Это ограничивает возможности использования ре-
грессионного анализа для этих приложений в условиях стохастической неод-
нородности данных, когда МНК не обеспечивает устойчивости оценивания
параметров моделей. Поэтому актуальна задача повышения вычислительной
эффективности устойчивых алгоритмов регрессионного моделирования.

Рассмотренный подход обычно называют моделью «пассивного» экспери-
мента, при котором существуют только факторы в виде входных контро-
лируемых, но неуправляемых переменных. Задача планирования сводится к
оптимальной организации сбора информации и выбору метода обработки ре-
зультатов измерений. Основные недостатки – диапазон изменений факторов
ограничен, а влияние возмущающих параметров может оказаться более су-
щественным, чем изменение контролируемых факторов.

Отметим, что если есть возможность воздействия на ход процесса и выбора
в каждом опыте уровней факторов, то предпочтительнее использовать «ак-
тивный» эксперимент. Основы теории оценивания заложил R. Fisher в 1937 г.
в книге «The Design of Experiments». Это расширяет традиционную регрес-
сионную модель. При активном эксперименте на вход исследуемого объекта
подаются определенные воздействия, которые заранее планируются в соот-
ветствии с некоторым оптимальным критерием. В последние 50 лет активно
исследовались схемы при случайной природе набора регрессоров X. В ра-
ботах О.Н. Граничина, Б.Т. Поляка, А.Б. Цыбакова, M.C. Campi, Lei Guo,
L. Ljung и др. рандомизация при выборе регрессоров позволяла формулиро-
вать более быстрые алгоритмы и изучать их состоятельность при невыполне-
нии традиционных предположений о помехах [10–13]. Отметим, что активный
эксперимент позволяет быстрее и эффективнее решать задачи исследования,
но не всегда реализуем, более сложен и затратен и может помешать нормаль-
ному ходу технологического процесса.

В статье далее будем рассматривать вариант пассивного эксперимента.
Задача оценивания множественной линейной регрессионной зависимости

по выборке данных (xT
i , yi), i = 1, . . . , n, с помощью МНМ имеет вид [14]:

Q(a) =
n∑

i=1

∣∣∣∣∣∣yi −
m∑
j=1

aixij

∣∣∣∣∣∣ → min
a∈Rm

,(1)

где a = (a1, . . . , am)T – вектор оценок неизвестных коэффициентов aj урав-
нения регрессии Y = a1 + a2X2 + · · ·+ amXm + ε.

Одним из путей определения параметров a является сведение (1) к зада-
че линейного программирования (ЛП) и ее решение с помощью симплекс-
метода [14]. Вычислительная эффективность симплекс-метода для решения
задачи (1) была исследована в [15] и оказалась недостаточна для динамиче-
ских приложений.
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Для решения задач ЛП альтернативой симплекс-методу являются мето-
ды внутренней точки. Они вначале использовались для решения нелиней-
ных задач. Применительно к задаче ЛП методы внутренней точки в явном
или неявном виде используют барьер на допустимом множестве в форме
неотрицательного ортанта. В отличие от симплекс-метода здесь генерируется
последовательность точек, для которых строго выполняются ограничения-
неравенства.

Совокупность существующих методов внутренних точек можно условно
разделить на полиномиальные и аффинно-масштабируемые. Впервые алго-
ритм, основанный на аффинном масштабировании, был предложен в 1967 г.
И.И. Дикиным [16]. Однако широкую популярность методы внутренней точ-
ки получили в 1984 г. после статьи Н. Кармаркара [17], в которой был опи-
сан полиномиальный алгоритм, основанный на проективных преобразовани-
ях. Но было установлено, что оптимизационные методы градиентного ти-
па с аффинно-масштабируемыми преобразованиями оказались более эффек-
тивными. У методов внутренних точек на основе проективных преобразова-
ний [18, 19]:
– сложность сильно зависит (растет) от размерности решаемой задачи;
– итерации требуют больших вычислительных затрат по сравнению с опти-
мизационными методами, использующими аффинно-масштабируемые преоб-
разования;
– многие полиномиальные алгоритмы затруднительны в применении для ши-
рокого круга задач в связи с необходимостью поиска начального прибли-
жения.

Данное направление развивается многими исследователями, см. работы
[20–23]. История методов внутренней точки описана в [19].

Целевая функция Q(a) в (1) является непрерывной, выпуклой и ограни-
ченной снизу, что гарантирует наличие единственного минимума. Однако у
задачи (1) есть специфические особенности. Во-первых, функция Q(a) имеет
множество изломов в виде отрезков прямых. Стенки изломов представляют
собой выпуклые линейные грани. При приближении к минимуму геометрия
функции Q(a) ухудшается – стенки изломов становятся все более мелкими и
почти параллельными, что затрудняет сходимость алгоритмов вблизи мини-
мума.

Во-вторых, соответствующие (1) задачи ЛП имеют высокую размерность.
В литературе не обнаружено специального исследования методов внут-

ренней точки применительно к классу задач ЛП, соответствующих (1). По-
скольку многие авторы отмечают, что методы внутренних точек могут кон-
курировать на практике с симплекс-методом [19], представляется целесооб-
разным провести сравнительный анализ вычислительной эффективности ме-
тодов внутренней точки с другими известными точными методами именно
для решения задачи (1).
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Точным считаем алгоритм, позволяющий за конечное число итераций най-
ти глобальный минимум функции Q(a). Вычисления осуществляются с по-
грешностями, а техника безошибочных вычислений очень трудоемка, поэто-
му в качестве точного решения примем то, которое вычисляется с мини-
мальными вычислительными погрешностями. К числу точных отнесем ал-
горитмы МНМ-оценивания, основанные на решении задачи (ЛП) симплекс-
методом [7, 24, 25] и алгоритмы спуска по узловым прямым [26, 27].

Отметим, что известен еще ряд алгоритмов, основанных на задаче (ЛП),
например, алгоритмы, которые на каждой итерации используют фундамен-
тальную операцию нахождения взвешенных медиан по локальному множе-
ству базисных решений [28–30]. Их сложность для решения задачи (1) сопо-
ставима с симплекс-методом.

2. Методы исследования

Cформируем эквивалентную (1) задачу ЛП. Представим каждую невязку
yi −

∑m
j=1 ajxij в виде

0 �

∣∣∣∣∣∣yi −
m∑
j=1

ajxij

∣∣∣∣∣∣ � zi, i = 1, . . . , n.

Отсюда получим систему⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
zi +

m∑
j=1

ajxij � yi, i = 1, . . . , n,

zi −
m∑
j=1

ajxij � −yi, i = 1, . . . , n,

и, обозначив aj = a
(1)
j − a

(2)
j , сформируем прямую задачу ЛП как⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

n∑
i=1

zi → min
a
(k)
j ,zi∈R

,

zi +

m∑
j=1

(a
(1)
j − a

(2)
j )xij � yi, i = 1, . . . , n,

zi −
m∑
j=1

(a
(1)
j − a

(2)
j )xij � −yi, i = 1, . . . , n,

a
(k)
j , zi � 0, k = 1, 2,

(2)

или в матричном виде ⎧⎪⎨⎪⎩
bTỹ → min,

Aỹ � C,

ỹ � 0,

(3)
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где bT = (

n︷ ︸︸ ︷
1, 1, . . . , 1,

2m︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0) – вектор размерностью 1× (n+ 2m), ỹ – вектор

значений целевой функции размерностью (n+ 2m)× 1, C – вектор правой
части ограничений размерностью 2n× 1, A – матрица коэффициентов неба-
зисных переменных размерностью 2n × (n+ 2m).

Далее рассмотрим алгоритмы внутренней точки с аффинно-масштабируе-
мыми преобразованиями, учитывая указанные выше их преимущества пе-
ред полиномиальными. Знаковыми среди них являются алгоритм И.И. Ди-
кина [16] (алгоритм B), фактически являющийся прародителем соответст-
вующей группы алгоритмов, и его модификация – алгоритм В.И. Зоркальце-
ва [20] (алгоритм A). Оба алгоритма совмещают в себе особенности решения
взаимно двойственных задач ЛП:

cTx → min, Ax = b, x � 0;

bTu → max, g(u) � 0, g(u) = c−ATu,

где заданы матрица A размера n×m, векторы c ∈ R
m, b ∈ R

n. Векторы
x ∈ R

m и u ∈ R
n являются переменными задач.

2.1. Аффинно-масштабирующий алгоритм A

Опишем алгоритм решения задачи.
Шаг 1. На k -й итерации вычисляем вектор невязок ограничений-равенств,

здесь в качестве x(0) выступает любой вектор с положительными компонен-
тами

r(k) = b−Ax(k), k = 0, 1, 2, . . .

Шаг 2. Формируем матрицу весовых коэффициентов

Dk = diagd(k),

где d(k)j зададим согласно [20]. Тогда d
(k)
j = (x

(k)
j )p, j = 1, . . . ,m при заданном

p � 1. Причем при p > 1 требуется дополнительное условие 0 < γ � 2/(p+1).
Шаг 3. Вычисляем вектор переменных u ∈ R

n

u(k) = (ADkA
T)−1(r(k) +ADkc).

Шаг 4. Находим направление и шаг корректировки решения

s(k) = −Dkg(u
(k)),

λk = min{1, λ̄k}, если r(k) �= 0,

λk = λ̄k, если r(k) = 0,

где λ̄k = γmin
{
−x

(k)
j /s

(k)
j : s

(k)
j < 0

}
.
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Если s(k) � 0 при r(k) �= 0, то полагаем λk = 1. В зависимости от необходи-
мой точности при maxj=1,...,m

∣∣∣s(k)j

∣∣∣≈ 0 выходим из алгоритма, иначе перехо-
дим к шагу 5.
Шаг 5. Проведем итеративный переход

x(k+1) = x(k) + λks
(k),

r(k+1) = (1− λk)r
(k).

Переход к шагу 2.
Точным решением будем называть достижение методом s(k) = 0, при ко-

тором каждый последующий x(k) не будет изменяться. Однако на практике
достигается лишь некоторое значение в бесконечно малой окрестности δ око-
ло нуля, варьирующейся в зависимости от среды разработки и используемых
в ней переменных. Таким образом, чтобы избежать неконтролируемого роста
времени работы алгоритма и приведения его к единообразию вне зависимости
от средств реализации, необходимо ограничить точность алгоритма вплоть до
достижения некоторого знака после запятой.

Зам е ч а ни е 1. При r(k) = 0 для каждой последующей итерации проис-
ходит оптимизация в области допустимых решений

r(k+1) = 0, cTx(k+1) < cTx(k).

Пусть решается задача с ограничениями-равенствами для квадратной
матрицы A, достигшей на текущей итерации нуля для вектора ограничений-
неравенств r(k) = 0. Тогда, согласно формуле шага 3, получим u(k) =
= (ADkA

T)−1(ADkc). Упростим выражение, заменив ADk = B, в резуль-
тате u(k) = (BAT)−1(Bc). Согласно свойствам обратной матрицы имеем
(BAT)−1 = (AT)−1B−1. Раскроем скобки и, используя ассоциативность умно-
жения матриц, вычислим вектор переменных u ∈ R

n, u(k) = (AT)−1B−1Bc =
= (AT)−1Ec = (AT)−1c. Тогда g(u(k)) = c−ATu(k) = c−AT(AT)−1c =
= c−Ec = 0. Следовательно, на текущей итерации s(k) = −Dkg(u

(k)) = 0
и было достигнуто решение системы линейных алгебраических уравнений
(СЛАУ), и дальнейшая оптимизация не требуется.

Зам е ч а ни е 2. Вектор направления s(k) определяем, решая вспомога-
тельную задачу

cTs+ 1/2 sTD−1
k s → min, As(k) = r(k).

Следовательно, As(k) = b−Ax(k), s(k) = A−1(b−Ax(k)).
Таким образом, частный случай для матрицы A с ненулевым определите-

лем можно решить, пропуская шаги 2 и 3, сократив вычислительную слож-
ность и влияние накопительных ошибок, что особенно полезно при увеличе-
нии анализируемой выборки.
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В рамках исследования был проведен ряд вычислительных экспериментов,
рассмотрим некоторые из них.

Прим ер 1. Решим задачу ЛП с прямоугольной матрицей A: F =
= min(2x1 − x2); x1 + x2 = 2; xi � 0, i = 1, 2 [31]. Оптимальным решением яв-
ляется x = (0; 2) с Fmin = −2. В качестве начальной точки будем использовать
x(0) = (7; 1). В силу прямоугольного вида матрицы нельзя воспользоваться
замечанием 2.

На первой итерации вектор ограничений-неравенств будет равен r(1) = −6.
При p = 2 вектор весовых коэффициентов d(1) = (49; 1) с γ = 0,67, откуда
u(1) = 1,82. Далее, определив вектор g(u(1)) = (0,18;−2,82), найдем направ-
ление и шаг корректировки решения s(1) = (−8,82; 2,82), λ1 = 0,53. Таким об-
разом, после итеративного перехода получим x(2) = (2,33; 2,49) и r(2) = −2,83.
На пятой итерации λ5 = 1, поэтому r(6) = 0. Поскольку число параметров мо-
дели больше числа наблюдений и обратная для матрицы A не находится в
силу равенства нулю ее определителя, возможно провести оптимизацию в
области допустимых решений. Таким образом, λ6 = 3,5 и x(6) = (0,02; 1,98).
Продолжив оптимизацию, получим решение примера 1, которое будет при-
мерно равно x1 ≈ 0, x2 ≈ 2 с Fmin ≈−2 при заданной точности 10−8, что со-
ответствует глобальному минимуму задачи. Решение не изменяется в зави-
симости от начальной точки решения.

Прим ер 2. Расширим матрицу до квадратной: F = min(x1 + 3x2 + 2x3);
5x1 + 4x2 + 7x3 = 3; 6x1 + 3x2 + 2x3 = 2; x1 + 2x2 + 3x3 = 1; xi � 0, i = 1, 2, 3.
Минимум будет равен Fmin = 0,75 при x = (1/4; 0; 1/4). Начальную точку
зададим как x(0) = (1; 1; 1). Поскольку матрица A квадратная и можно
вычислить ее обратную, воспользуемся замечанием 2: r(1) = (−13;−9;−5);
s(1) = (−0,75;−1;−0,75); λ1 = 0,67. Тогда x(2) = (0,5; 0,33; 0,5) и r(2) =
= (−4,33;−3;−1,67). Вектор ограничений-равенств r стал равен нулю на 12-й
итерации, с решением x(12) ≈ (0,25; 0; 0,25) и Fmin ≈ 0,75. Действительно, так
как матрица A имеет обратную, s(12) = 0 и было достигнуто решение СЛАУ,
дальнейшая оптимизация не требуется.

Прим ер 3. Видоизменим задачу, чтобы ее глобальный минимум не был
равен решению СЛАУ, для чего введем в пример 2 ограничения-неравенства:
F = min(x1 + 3x2 − 2x3); 5x1 + 4x2 + 7x3 � 3; 6x1 + 3x2 + 2x3 � 2; x1 + 2x2+
+3x3 � 1; xi � 0, i = 1, 2, 3. В таком случае минимум будет достигнут в
x = (0; 0; 1/3) и будет равен Fmin = −2/3. Для учета ограничений-неравенств
расширим матрицу A единичной матрицей размером 3× 3. В результате ра-
боты алгоритма при заданной точности в 10−8 за 24 итерации было найдено
решение x(24) ≈ (0; 0; 0,3) и Fmin ≈−0,66, что соответствует глобальному ми-
нимуму.

У тв е ржд е ни е 1. Вычислительная сложность прямого аффинно-
масштабирующего алгоритма А решения приведенной задачи (2) будет
составлять O(n3,1).
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Результаты свидетельствуют, что алгоритм способен формально привести
к точному решению за конечное число итераций. Однако в связи с экспо-
ненциальным ростом времени работы алгоритма при устремлении к нулю
заданной точности его применение для серии экспериментов с достаточно
большим числом наблюдений (n � 50) затруднительно.

2.2. Аффинно-масштабирующий алгоритм B

Решением двойственной задачи ЛП будем называть вектор u, удовлетво-
ряющий системе уравнений [16]

n∑
t=1

bstut = ds,

где bst =
∑m

j=1 x
2
jasjatj , ds =

∑m
j=1 x

2
jcjasj , s = 1, . . . , n.

Положим

Φ(x) =

m∑
j=1

x2j

(
n∑

i=1

aijui(x)− cj

)2

, sj(x) = x2j

(
n∑

i=1

aijui(x)− cj

)
.

Алгоритм решения состоит в следующем. Пусть x
(0)
j > 0. Тогда x

(k+1)
j =

= x
(k)
j + λksj(x

(k)), где λk = 1/
√

Φ(x(k)) при j = 1, . . . ,m. Контроль вычисле-
ний на каждой итерации основывается на выполнении условия [31]

m∑
j=1

cjσ
(k)
j δ

(k)
j = −Φ(x(k)),(4)

где σ
(k)
j = (x

(k)
j )2, δ(k)j =

∑n
i=1 aiju

(k)
i − cj при j = 1, . . . ,m.

Решения примеров 1–3 при помощи описанного метода соответствуют точ-
ному вне зависимости от начальной точки x(0) > 0. Рассмотрим дополнитель-
ный пример.

Прим ер 4. F = min(3x1 + 2x2 + x3); x2 + x3 � 4; 2x1 + x2 + 2x3 � 6;
2x1 − x2 + 2x3 � 2; xi � 0, i = 1, 2, 3. С точным решением F = 4 в x =
= (0; 0; 4) для прямой задачи ЛП и в y = (1; 0; 0) для двойственной.
Приведем результаты для первой и последней итераций алгоритма. На

первой итерации получим B(1) =

⎛⎝3 3 1
3 10 7
1 7 10

⎞⎠, d(1) = (3; 10; 6), откуда

u(1) = (−0,12; 1,19;−0,22) и Φ(x(1)) = 3,78. Расчет для точности 10−8 был

окончен за 15 итераций с результатами: B(15) =

⎛⎝5 8 8
8 16 16
8 16 20

⎞⎠, d(15) = (4; 8; 8),

откуда u(15) = (0; 0,5; 0) и Φ(x(15)) = 4,5× 10−8 с решением Fmax ≈ 3, что
не соответствует точному, хотя условие (4) было выполнено на каждой
итерации.
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В результате проведения ряда вычислительных экспериментов, связанных
с решением приведенной задачи (2), было выявлено, что решение при помощи
алгоритма стремится к нулю. Это может являться следствием невыполнения
условия в [32], согласно которому все ограничения-неравенства должны вы-
полняться в строгой форме. Тем не менее определение зависимости среднего
времени вычисления от размера выборки невозможно в связи с отсутствием
сходимости метода.

У тв е ржд е ни е 2. Вычислительная сложность одной итерации прямо-
го аффинно-масштабирующего алгоритма B решения приведенной задачи (2)
будет составлять O(n3), что с учетом числа итераций сопоставимо с ал-
горитмом A.

Алгоритм градиентного спуска по узловым прямым описан в [26].
Он состоит в следующем. Пусть имеем m-мерное евклидово простран-
ство R

m cо стандартным ортонормированным базисом {e1, . . . , em}, где eT
k =

= (

k−1︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0, 1,

m−k︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0). Каждое невырожденное наблюдение (xT

i , yi) =
= (1, xi2, . . . , xim, yi), i = 1, . . . , n, формирует в R

m гиперплоскость Ωi : yi−
−aTxi = 0 в ортогональной системе координат Oa1 : am. Пересечение m
независимых гиперплоскостей образует узловую точку

u = ∩s∈MΩS , M = {k1, . . . , km}, k1 < k2 < · · · < km, kl ∈ {1, . . . , n}.
Пересечение (m− 1) независимых гиперплоскостей образует узловую пря-

мую

l(k1,...,km−1) : ∩Ωi, i ∈ {k1, . . . , km−1}, kl ∈ {1, . . . , n}.
Решение задачи (1) всегда находится в узловой точке. Алгоритм осуществ-

ляет спуск из произвольной начальной узловой точки по узловым прямым.
Любая узловая точка применительно к задаче ЛП представляет собой ее ба-
зисное решение. Выигрыш по сравнению с симплекс-методом состоит в том,
что переход по узловой прямой происходит более эффективно, в отличие от
симплекс-метода здесь в преобразовании на каждом шаге участвуют не все
данные, а только расположенные на соответствующей узловой прямой n то-
чек. Кроме этого, на каждом шаге спуск осуществляется в точку с минималь-
ным значением на всех пересекающих ее m узловых прямых.

С целью снижения вычислительных затрат при спуске анализируются не
значения целевой функции, а ее производные по направлению узловой пря-
мой. В модифицированном варианте алгоритма начальная узловая точка (на-
чальное приближение) определяется на части выборки и исключены вычис-
ления значений целевой функции в минимумах узловых прямых [27].

3. Обсуждение результатов

В результате сравнения алгоритмов внутренней точки с симплекс-методом
можно утверждать, что в плане вычислительной сложности они им как ми-
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нимум не уступают. Так, аффинно-масштабирующие алгоритмы A и B с уче-
том числа итераций имеют сложность O(n3,1), в то время как решение пря-
мой и двойственной задач ЛП при помощи симплекс-метода – O(n3,2m0,2)
и O(n3m0,5) соответственно [15]. Однако при n� m они все еще значитель-
но уступают модифицированному градиентному спуску, сложность которого
равна O(n1,5m1,8) [27].

Основным отличием градиентного спуска по узловым прямым от алгорит-
мов, основанных на решении задач ЛП при помощи симплекс-метода и ал-
горитмов внутренней точки, является оперирование только исходными дан-
ными вплоть до нахождения глобального минимума. Это гарантирует сходи-
мость к точному решению вне зависимости от числа итераций и простоту реа-
лизации метода. Последние же на каждой последующей итерации используют
информацию из предыдущей, содержащуюся в симплекс-таблице и векторах
соответственно, что в результате накопления вычислительных погрешностей
может привести к смещенной оценке. Тем не менее, учитывая этот факт при
реализации, можно добиться пренебрежимо малого числа отклонений, однако
это также увеличит вычислительные затраты.

Сравнение алгоритмов на основе оценки вычислительной сложности в но-
тации Big O необходимо, но недостаточно. Ее упрощенность приводит к иг-
норированию констант, множественных второстепенных слагаемых, а также
потребления памяти алгоритмом. Поэтому могут возникать ситуации, когда
два алгоритма с одинаковыми Big O будут иметь существенно отличающее-
ся расчетное время вычислений или, наоборот, у алгоритмов с различными
Big O окажется одинаковым расчетное время вычислений.

3.1. Сравнительный анализ алгоритмов на модельных данных

Для более полной оценки воспользуемся методом Монте-Карло и сравним
время работы алгоритмов для 1000 экспериментов при m = 2, 3, . . . , 7 и n =
= 50, 100, . . . , 500. Поскольку целью является исследование вычислительной
эффективности алгоритмов, а не точности МНМ-оценивания регрессионных
моделей, то в генерируемых выборках данных используем стандартное нор-
мальное распределение случайных ошибок ε. Генерация произведена при по-
мощи встроенных функций языка программирования C++ в среде Microsoft
Visual Studio 2019. Вычислительные эксперименты будем проводить на ноут-
буке Dell G5 5587 с 6-ядерным процессором i7-8750H с тактовой частотой до
4,1 ГГц. Точность для алгоритма A равна δ = 10−5.

В результате определения зависимости времени работы алгоритмов от чис-
ла наблюдений и параметров модели для аффинно-масштабирующего алго-
ритма A получим t1 = 0,0001×n3,4 с коэффициентом детерминации R2 = 0,96.
Как было отмечено ранее, алгоритм B неприменим при решении приведенной
задачи (2), в связи с чем исключим его из дальнейшего сравнения. Зависи-
мости для решений прямой и двойственной задачи ЛП симплекс-методом, а
также для модифицированного градиентного спуска будут составлять – t2 =
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Рис. 1. Десятичные логарифмы отношений времени вычислений с помощью алго-
ритмов МНМ ко времени вычисления МНК при n = 300.
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Рис. 2. Десятичные логарифмы отношений времени вычислений с помощью алго-
ритмов МНМ ко времени вычисления МНК при m = 4.

= 0,0004×m0,001n2,8, t3 = 0,0001×m0,6n2,7, t4 = 0,00059×m2,51n1,21 [27]. Для
наглядности на рис. 1 и 2 приведем графики десятичных логарифмов отноше-
ний времени вычисления рассматриваемых алгоритмов ко времени расчета с
помощью МНК.

В результате можно констатировать, что аффинно-масштабирующий ал-
горитм A на порядок уступает симплекс-методу и на несколько порядков –
градиентному спуску.

3.2. Сравнительный анализ алгоритмов на практических примерах

Теперь рассмотрим три практических примера регрессионного моделиро-
вания на реальных данных. В качестве точного решения задачи (1) во всех
примерах использовались результаты расчета с помощью полного перебора
всех узловых точек [15]. Результаты расчетов с помощью симплекс-метода и
алгоритма градиентного спуска по узловым прямым во всех трех примерах
совпали с полным перебором. Таким образом, симплекс-метод и алгоритм
градиентного спуска нашли точные решения a∗ задачи (1).

111



Таблица 1. Результаты расчетов параметров коэффициентов a для примера 5
Алгоритм a1 a2 a3 a4 Q(a) s d
Решение a∗ –3,822 1,403 –0,053 0,802 638,43 – –
A (δ = 10−3) –5,127 1,118 –0,042 0,847 644,90 20,0% 100,0%
A (δ = 10−4) –2,451 1,223 –0,065 0,800 642,69 17,8% 111,7%
A (δ = 10−5) –4,170 1,538 –0,053 0,794 640,76 5,0% 123,7%
A (δ = 10−6) –3,615 1,534 –0,060 0,793 639,32 7,1% 135,0%
A (δ = 10−7) –3,91 1,471 –0,057 0,804 638,45 3,6% 194,0%
A (δ = 10−8) –3,855 1,428 –0,054 0,803 638,44 1,3% 206,7%

Таблица 2. Результаты расчетов параметров коэффициентов a для примера 6
Алгоритм a1 a2 a3 a4 Q(a) s d
Решение a∗ –0,394 0,0072 0,5160 184,2 6190,5 – –
A (δ = 10−3) 7,240 0,0034 0,8684 235,5 6538,2 521,3% 100,0%
A (δ = 10−4) 0,403 0,0079 0,4549 166,8 6233,9 58,3% 112,3%
A (δ = 10−5) –4,661 0,0055 0,7103 196,7 6227,7 337,6% 122,7%
A (δ = 10−6) –1,716 0,0079 0,4730 173,1 6205,5 89,9% 167,5%
A (δ = 10−7) 1,520 0,0066 0,5205 195,1 6198,6 125,1% 192,0%
A (δ = 10−8) 1,459 0,0065 0,5394 196,7 6198,6 122,9% 208,2%

Прим ер 5. Определим параметры модели среднего экономического
ущерба от пожаров в муниципальных образованиях (МО) Свердловской об-
ласти за 2012 г. по данным, приведенным в [33]. Модель задается как Ŷ =
= a1X1 + a2X2 + a3X3 + a4X4, где Ŷ – средний прогноз ущерба от пожаров
в текущем году, млн руб.; X1 = 1; X2 – количество зданий и сооружений на
территории МО, тыс. шт.; X3 – общая протяженность автодорог на террито-
рии МО, км; X4 – годовые потери от пожаров в предыдущем году, млн руб.;
a – вектор искомых параметров модели; n = 58. Модель статистически значи-
мая, коэффициент детерминации R2 = 0,68. Результаты расчетов приведены
в табл. 1.

Прим ер 6. Для оценки относительной производительности центральных
процессоров (ЦП) в [34] приведены данные об их характеристиках и от-
носительной производительности; n = 209. Машины представляли широкий
спектр производительностей и производителей.

Прогнозирование относительной производительности ЦП выполнено по
модели Ŷ = a1X1+a2X2+a3X3+a4X4, где Ŷ – оценка относительной произ-
водительности ЦП; X1 = 1; X2 – размер основной памяти = (минимальный
размер основной памяти + максимальный размер основной памяти)/2; X3 –
размер кэш-памяти; X4 – пропускная способность канала = (минимальное ко-
личество каналов + максимальное количество каналов)/(2× машинное время
цикла); a – вектор искомых параметров модели. Модель статистически значи-
мая, коэффициент детерминации R2 = 0,89. Результаты расчетов приведены
в табл. 2.
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Таблица 3. Результаты расчетов параметров коэффициентов a для примера 7
Алгоритм a1 a2 a3 a4 a5 a6 Q(a) s d
Решение a∗ 610,2 1,918 –0,132 2,526 –62,92 4,019 5,02 – –

A (δ = 10−3) 134,8 3,366 –0,287 –5,294 –13,87 4,438 9,57 111,4% 100,0%

A (δ = 10−4) 1292,8 2,891 –0,248 1,590 –133,1 –1,828 7,20 90,6% 113,8%

A (δ = 10−5) 584,7 3,209 –0,393 –1,360 –60,30 8,597 6,84 90,0% 124,1%

A (δ = 10−6) 593,0 3,274 –0,360 –1,288 –61,15 6,882 6,67 78,4% 137,9%

A (δ = 10−7) 192,1 2,938 –0,268 –0,632 –19,86 5,056 6,11 73,8% 213,8%

A (δ = 10−8) 675,5 2,217 –0,194 1,832 –69,57 0,274 5,71 34,0% 237,9%

Прим ер 7. Рассмотрим задачу моделирования урожайности пшеницы в
Киркуке по климатическим и социально-экономическим показателям по дан-
ным с 2020 по 2022 гг. (n = 23) [35]. Имеем регрессионную модель модели
Ŷ = a1X1 + a2X2 + a3X3 + a4X4, где Ŷ – оценка урожайности пшеницы, т/га;
X1 = 1; X2 – население Киркука, млн чел.; X3 – валовой внутренний продукт
Ирака на душу населения в ценах 2023 г. (для учета инфляции), тыс. долл.
США;X4 – нормализованный вегетационный индекс;X5 – поверхностное дав-
ление, кПа/10; X6 – скорость ветра на расстоянии не менее 10 метров, м/с;
a – вектор искомых параметров модели. Модель статистически значимая,
коэффициент детерминации R2 = 0,81. Результаты расчетов приведены в
табл. 3.

В табл. 1–3 обозначено: s – среднее значение абсолютных относительных
погрешностей вычисления коэффициентов a (в %); d – отношение времени
расчета алгоритмом A при точности δ ко времени расчета при точности δ0 =
= 10−3.

Выводы по примерам 5–7:
– в рассмотренном диапазоне точности с уменьшением δ время расчета рас-
тет в 2–2,5 раза;
– скорость сходимости алгоритма A к минимуму целевой функции Q(a) c уве-
личением размерности задачи и объема выборки данных снижается, причем
более критичным является рост m.

4. Заключение

На примере аффинно-масштабирующих алгоритмов В.И. Зоркальцева (ал-
горитм A) и И.И. Дикина (алгоритм B) была проанализирована эффек-
тивность методов внутренней точки для МНМ-оценивания регрессионных
моделей.

Анализ алгоритмов внутренних точек A и B показал, что при решении
задачи (1):
– их вычислительная сложность сопоставима с симплекс-методом, однако они
проигрывают последнему по времени вычислений,
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– они значительно (более чем на порядок) проигрывают модифицированно-
му спуску по узловым прямым как по вычислительной сложности, так и по
фактическому времени вычислений,
– скорость сходимости алгоритма A к минимуму целевой функции Q(a) c уве-
личением размерности задачи и объема выборки данных снижается, причем
более критичным является рост размерности,
– рост точности увеличивает длительность работы алгоритма A, однако это
менее критично по сравнению с размерностью задачи и объемом анализируе-
мой выборки данных.

Результаты свидетельствуют, что алгоритм A без учета вычислительных
погрешностей способен привести к точному решению за конечное число ите-
раций. Однако зависимость времени работы от заданной точности, размерно-
сти задачи и объема выборки данных ограничивает область его применения
для решения задач вида (1) величинами δ � 10−8, m � 4, n � 100.

Проигрыш алгоритма A симплекс-методу по времени при примерно оди-
наковой сложности вызван наличием у целевой функции в окрестности ми-
нимума множества почти параллельных очень малых граней, что усложняет
и снижает эффективность использования барьеров.

В статье были рассмотрены только два алгоритма реализации методов
внутренней точки. Но поскольку пока отсутствует информация о кардиналь-
ном (на порядок и более) фактическом повышении быстродействия совре-
менных алгоритмов, то можно утверждать, что спуск по узловым прямым
для вычисления параметров линейных регрессионных моделей по экспери-
ментальным данным более эффективен по сравнению с методами внутренней
точки.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 1. Вычислительная сложность
умножения матриц (m×n) на (n× l) равна O(mnl), а нахождения обрат-
ной методом Гаусса–Жордана для квадратной матрицы размерности (n×n)
равна O(n3). Пусть n1 = 2n; n2 = 3n+2m, тогда размеры матриц для приве-
денной задачи (2) будут: A – (n1 ×n2); x – (n2 × 1); b – (n1× 1); c – (n2 × 1).
Учтем, что при n�m в нотации Big O вес числа операций n1 и n2 будет со-
поставим. Определим сложность каждого шага алгоритма для решения при-
веденной к ЗЛП задачи (1):
Шаг 1. Ax(k) является умножением матрицы размером (n1 ×n2) на

(n2× 1) и будет вычисляться за O(n1n2) операций. Вместе с операцией вы-
читания полная сложность шага будет составлять O(n1 + n1n2) или P1 =
= O(n1n2).
Шаг 2. Производится возведение в степень p вектора x и формирование

из него диагональной матрицы. Так как возведение в p = 2 равноценно умно-
жению числа на само себя, его сложность равна P2 = O(n2), что и будет со-
ставлять сложность шага в силу того, что диагональная матрица задается
путем инициализации из полученного вектора.
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Шаг 3. Разберем его поэтапно:
1) произведение матриц ADkA

T будет вычислено за (n1n
2
2 + n2

1n2) опера-
ций;

2) обратная от найденной матрицы будет определена за (n3
1) операций;

3) выражение (r(k) +ADkc) за (n1n
2
2 + n1n2 + n1) операций;

4) умножение полученных матриц будет выполнено за (n2
1) операций.

Общая вычислительная сложность будет равна O(n3
1+2n1n

2
2+n2

1n2+n2
1+

+ n1n2 + n1) или P3 = O(n3
1) для n�m.

Шаг 4. Вектор g(u(k)) находится за (n1n2 + n2) операций. Тогда общая
сложность будет равна O(n2

2 + n1n2 + n2) или P4 = O(n2
2).

Шаг 5. Итеративный переход осуществляется за P5 = O(n2).
Шаги 2–5 находятся в цикле вплоть до достижения точки останова. Таким

образом, общая вычислительная сложность алгоритма будет составлять:

P = P1 + (P2 + P3 + P4 + P5)× {число итераций} =

= n1n2 + (n2 + n3
1 + n2

2 + n2)× {число итераций},
где число итераций является константой, зависящей от заданной точности
алгоритма.

Методом статистических испытаний Монте-Карло установлено, что опти-
мальной заданной точностью решения при стандартном нормальном распре-
делении случайных ошибок δ в анализируемой выборке является 10−5, в связи
с низкой точностью при 10−3 и длительным временем вычислений при 10−8.
Таким образом, алгоритм останавливается при достижении максимального
по модулю значения вектора s, меньшего чем 10−5, что позволяет сохранить
приемлемый уровень точности решения вне зависимости от размера анали-
зируемой выборки.

Для 100 итераций при m = 2, 3, . . . , 7 и n = 50, 100, . . . , 500 в среднем алго-
ритм будет находить решение за 5 итераций с отклонением от точного реше-
ния на 14,3%. Для учета возможного влияния числа итераций на вычисли-
тельную сложность алгоритма вне зависимости от заданной точности реше-
ния (при n, значительно превосходящем число итераций) увеличим степень
при n

O(P ) = O(n3
1 × {число итераций}) � O(n3,1).

Утверждение 1 доказано.
Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 2. Определим вычислительную

сложность одной итерации при условии, что решается приведенная зада-
ча (2) – для определения двойственных оценок вычисляется матрица B за
O(4n2

1n2) и вектор d за O(4n1n2) операций соответственно.
Таким образом, вычисление вектора решений u происходит за O(n3

1 +
+ 4n2

1n2 + n2
1 + 4n1n2) или за O(n3

1) операций. Вектор s(x) будет найден за
O(2n2(2n1 + 1)) или O(n1n2), в то время как Φ(x) – за O(3n2(2n1 + 1)) или
O(n1n2) операций.
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Итоговая вычислительная сложность одной итерации будет составлять
O(n3

1) или O(n3) операций. С учетом возможного числа итераций в зави-
симости от заданной точности решения метод действительно можно считать
сопоставимым с алгоритмом A.

Утверждение 2 доказано.
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